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Ciljevi

Kineticka teorija gasova (KTG)
@ Proucava dinamiku razredjenih gasova
@ Stanje je opisano funkcijom raspodele brzina
@ Interakcija Cestica — elasti¢ni sudari = reverzibilnost
@ Bolcmanova jednacina — H-teorema = ireverzibilnost
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Ciljevi

Kineticka teorija gasova (KTG)

@ Proucava dinamiku razredjenih gasova

@ Stanje je opisano funkcijom raspodele brzina

@ Interakcija Cestica — elasti¢ni sudari = reverzibilnost
@ Bolcmanova jednacina — H-teorema = ireverzibilnost

Neravnotezna termodinamika (TIP)

@ Makroskopska analiza — jednacine bilansa mase, koliCine
kretanja i energije

@ Konstitutivne relacije — Njutnovski fluidi, Furijeov zakon

@ Entropijska nejednakost

@ Pretpostavka o lokalnoj ravnotezi — Gibsova relacija
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Ciljevi

Cilj (za danas)

@ Uspostavljanje veze izmedju kineticke teorije gasova i
neravnotezne termodinamike

@ KTG: Bolcmanova jednacina, ravnotezna, lokalno ravnotezna i
neravnotezna raspodela brzina

@ TIP: lokalna ravnoteza, Gibsova relacija, entropijska nejednakost

@ Bonus: hidrodinamicka aproksimacija, konstitutivne relacije,
jednacéine momenata
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Sadrzaj

@ Bolcmanova jednagina
@ Funkcija raspodele
@ Bolcmanova jednacina
@ H-teorema

e Neravnotezni procesi
@ Makroskopske veliCine
@ Hidrodinamicka aproksimacija
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Funkcija raspodele
Bolcmr dnacina
H-teoren

Bolcmanova jednacina

Sadrzaj

@ Bolcmanova jednagina
@ Funkcija raspodele

e Neravnotezni procesi
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Bolcmanova jednacina

Funkcija raspodele

Stanje cestice atoma

Stanje atoma (molekula) u trenutku ¢ odredjeno je njegovim
polozajem x i njegovom brzinom &, (t,x, £).

Interakcija ¢estica

@ Gas je razredjen — podrazumevaju se samo binarne interakcije
(sudari) izmedju Cestica.

@ Vreme trajanja interakcije je mnogo kra¢e od srednjeg vremena
slobodnog leta Cestice.

@ Sudari su elasticni.

@ Promena stanja Cestica je odredjena zakonima odrzanja koliCine
kretanja i energije.
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Bolcmanova jednacina

Funkcija raspodele

Koliziona transformacija

(€,€,) Drzine Cestica posle sudara

(¢',¢") brzine Cestica pre sudara
Zakoni odrzanja
g +E =6+E,
€' + €17 = € + €.
Transformacija brzina (w-notacija, w € S?)

§=¢6-ww (6-¢))
g =& tww (6-¢))
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podele

Bolcmanova jednacina .
JECHEREY

Funkcija raspodele

Funkcija raspodele brzina

ft,%,€)

f(t,x, &)dxd€ — broj Eestica u elementarnoj zapremini dxd¢ faznog
prostora

N :/ f(t,x,&)dxd€é — ukupan broj Cestica
R3 JR3

n(t,x) = / f(t,x,&)d€ — broj Cestica u jedinici zapremine (brojna gustina)
R3
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Bolcmanova jednacina

Funkcija raspodele

Ravnotezna (Maksvel-Bolcmanova) raspodela

o (_m \? €~ v
fu =0 (27rkBT) P {_2(k3/m)T}

Makroskopske veli¢ine

p= /R3 mfard§
v = /R mé farde

1 1
poIvE - pe = [ Smlelfurde
R3
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Bolcmanova jednacina

Funkcija raspodele

Relativna brzina
07:&71}7;7 Z:1,2,3

Pritisak i temperatura (jednoatomski gas)

1
_ g/ m|CJ2 far(v + C)dC = pk—BT
R3
! ) 3 kp
pe = /RS 2m|C| fu(v+C)dC = meT
2m
3p=2pe = Skp 3kBp/ m|C|? fur (v + C)dC
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Funkcija raspodele
Bolcmanova jednacina
H-teorema

Bolcmanova jednacina

Sadrzaj

@ Bolcmanova jednagina

@ Bolcmanova jednacina

e Neravnotezni procesi
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Funkcija le
Bolcmanova jednacina
H-teorema

Bolcmanova jednacina

Bolcmanova jednacina

Kako se ponasa funkcija raspodele ako zavisii od ¢ i x?

Bolcmanova jednacina

f ., 0f _
a*';&axi—Q(f’f)

Kolizioni integral

arn= [ [ 0r-rrse-t.oo,

Kolizioni presek B(¢ — &, o) — opisuje model interakcije izmedju
Cestica (krute kuglice, odbojna potencijalna sila,...)
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Funkcija raspodele
Bolcmanova jednacina
H-teorema

Bolcmanova jednacina

Bolcmanova jednacina

Kolizione invarijante

/¢ f)de =0

U(E) + v (L) = ¥(&) + ¥ (€.

Elementarne kolizione invarijante

Yo=1; ;=& (i=1,23); thy=Ef

Makroskopske veli¢ine

p 1
( pu ) :/m( 6 )f(t,x,s)ds
IvE +2pe ) e\ P



Funkcija raspodele
Bolcmanova jednacina
H-teorema

Bolcmanova jednacina

Bolcmanova jednacina

Unutrasnja energija, tenzor pritiska i toplotni protok

. " 1
unutrasnja energija pe = / §m\C|2f(t, x,v + C)dC
R3
tenzor pritiska Dij = / mC;Cf(t,x,v+ C)dC = —t;;
R3

. 1
toplotni protok q; = / §m|C|2(Jif(t,x,v + C)dC
R3
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Funkcij
Bolcmano
H-teorema

Bolcmanova jednacina

Bolcmanova jednacina

Makroskopske jednacine

0 3.0
p 3
M Ay =
asa 5t Zl

- . 0 1o}
Koli¢ina kretanja - (pv;) + ; a—%(pvjm +pji) =0

" o (1
o 2 (Lo e)
3 o 1 3
+ ; 87331 <20|v|2 + ps) v; + ;pjﬂ}j +qip=0
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Bolcmanova jednacina

H-teorema

Sadrzaj

@ Bolcmanova jednagina
@ H-teorema

e Neravnotezni procesi
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Bolcmanova jednacina

H-teorema

H-teorema

Entropijska nejednakost

gustina entropije h= —k:B/ flog f d€
R3

protok entropije h; = —k:B/ & flog fd€
R3

produkcija entropije ¥ = —kB/ log fQ(f, f)d€>0
R3

Teorema (Entropijska nejednakost)

Za ma koje reSenje f Bolcmanove jednacine vazi:

3

8h
Z 8331
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Bolcmanova jednacina

H-teorema

H-teorema

Ireverzibilnost

@ Sudari Cestica su (mikro)reverzibilni.
@ Produkcija entropije je nenegativna = ireverzibilnost.
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Bolcmanova jednacina

H-teorema

H-teorema

Ireverzibilnost
@ Sudari Cestica su (mikro)reverzibilni.
@ Produkcija entropije je nenegativna = ireverzibilnost.

@ Kako reverzibilnost na mikro skali implicira ireverzibilnost na
makro skali?
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Bolcmanova jednacina

H-teorema

Ireverzibilnost
@ Sudari Cestica su (mikro)reverzibilni.
@ Produkcija entropije je nenegativna = ireverzibilnost.

@ Kako reverzibilnost na mikro skali implicira ireverzibilnost na
makro skali?

Hipoteza o molekularnom haosu

Brzine Cestica pre sudara nisu ni u kakvoj korelaciji. Zbog velikog
broja sudara pretpostavlja se da brzine Cestica ni posle sudara nisu ni
u kakvoj korelaciji.

i = [ [ r= 5 BE oo,
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Bolcmanova jednacina

H-teorema

H-teorema

Funkcional produkcije entropije

D(f)= [ g QU.£)de< 0
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Funkcija raspodele
Bolcmanova jednacina
H-teorema

Bolcmanova jednacina

H-teorema

Funkcional produkcije entropije

D(f)= [ g QU.£)de< 0

H-teorema

Neka je kolizioni presek B pozitivan skoro svuda i neka je f > 0 takva
funkcija da su Q(f, f) i D(f) dobro definisani. Tada vazi:

@ Produkcija entropije je nepozitivna, D(f) < 0.

@ Sledeca tvrdjenja su ekvivalentna:

Q@ Zamakoje ¢ € R?, Q(f, f) = 0;
@ Produkcija entropije je jednaka nuli, D(f) = 0;
© Postoje p > 0, T > 0 and v € R? takve da je:

3/2 2
_ P m 1€ — vl
I=m (%kBT) P {72(k3/m)T}'
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Bolcmanova jednacina

H-teorema

Lokalno ravnotezna raspodela

oc _ P(t, X) m 3/2 |€ _ V(t7 X)|2
MOt x, €)= m (27rkBT(t,X)> P {_W)T(t,X)}
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Bolcmanova jednacina

H-teorema

Lokalno ravnotezna raspodela

oc _ P(t, X) m 3/2 |€ _ V(t7 X)|2
MOt x, €)= m (27rkBT(t,X)> P {_W)T(t,X)}

Svojstva fJVIloc

° Qi fig) =0
® D(ffy) =0
@ floc ne zadovoljava Bolcmanovu jednadinu!
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Bolcmanova jednacina

H-teorema

Tenzor pritiska i toplotni protok u lokalnoj ravnotezi
:/R%mcicjfﬁd(::p&ij qi:/R Zm|CIPC, floe dC = 0
Ojlerove jednacine gasne dinamike
3

Z

0 0
a(ﬁvj) + Z g(PUﬂ/i +pdji) =0

a 2 1 2 _
2 (5o +pa)+28 (goivt+pep) =0
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Bolcmanova jednacina

H-teorema

Entropija u lokalnoj ravnotezi

h=pse=—kn | fiilos i e
R

i S(t.5) " 3/2 3
= —kT llOg ( m (2Wk3T<taX)) ) - 2‘|

Gibsova relacija

1 P
dsgp = T {ds pzdp}

Pitanje konvergencije

f(t7 X, £) — fM ili f(t7 X, 5) — f]l\;(,f)
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Neravnotezni procesi

Sadrzaj

@ Bolcmanova jednagina

e Neravnotezni procesi
@ Makroskopske veliCine
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Makroskopske velicil
Neravnotezni procesi Hidrodinar acija

Makroskopske veliCine van ravnoteze

Struktura udarnog talasa

T. Ohwada, Structure of normal shock waves: Direct numerical analysis of of
the Boltzmann equation for hard-sphere molecules, Phys. Fluids A, 5 (1),
217-234 (1993)

M = 3.0 — funkcija raspodele u razliCitim tackama

1.0 5

f(IhCl:CT) :

Ty = —2.045

: .
Ty
TRuRY
4 i LR
& HE ] TR
7 | AV TTI VR RTRAY
677 I [EEREEEEEEENARANERARN
2

1
0 2 4 6418

S. Simi¢ Bolcmanova jednacina i H-teorema



Makroskopske velicil
Neravnotezni procesi Hidrodinar acija

Makroskopske veliCine van ravnoteze

Struktura udarnog talasa

T. Ohwada, Structure of normal shock waves: Direct numerical analysis of of
the Boltzmann equation for hard-sphere molecules, Phys. Fluids A, 5 (1),
217-234 (1993)

M = 3.0 — funkcija raspodele u razliCitim tackama

1.0+ @1 = —0.800

f(zlxchgT)

‘\ TR
R
\\\‘\\\\ Ny
LY AY
AN ERY 3\
C VAT \
" ELERTRLURLNY
[ALLLNEANRNRNNY
6 8
(b) G
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Makroskopske veli¢i
Neravnotezni procesi Hidrodin acija

Makroskopske veliCine van ravnoteze

Struktura udarnog talasa

T. Ohwada, Structure of normal shock waves: Direct numerical analysis of of
the Boltzmann equation for hard-sphere molecules, Phys. Fluids A, 5 (1),
217-234 (1993)

M = 3.0 — funkcija raspodele u razliCitim tackama

1.0 4
z1 = 0.400

f@1,6,6) 3
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Makroskopske veli¢ine
Neravnotezni procesi Hidrodinamicka aproksimacija

Makroskopske veliCine van ravnoteze

Struktura udarnog talasa

T. Ohwada, Structure of normal shock waves: Direct numerical analysis of of
the Boltzmann equation for hard-sphere molecules, Phys. Fluids A, 5 (1),
217-234 (1993)

M = 3.0 — funkcija raspodele u razliCitim tackama

103 o1 = 1611
Fz1, 6,6

0 —
2 : o ey
4€T!IIIIIIIHHIUI} | EEEEY \\\\\\\\\\\ \\\\\4\_\
gr ﬂ/’///‘/l‘///}l’;l’ ] l’ f' 1' ; I| I‘\‘ ‘l \‘\ \\\\\\\\\\\\\ \ALAA\A
6 A T N T R R
@ -6 -4 -2 0 2 4 6 ‘41787'
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Makroskopske veli¢ine
Neravnotezni procesi Hidrodinamicka aproksimacija

Makroskopske veliCine van ravnoteze

Struktura udarnog talasa

T. Ohwada, Structure of normal shock waves: Direct numerical analysis of of
the Boltzmann equation for hard-sphere molecules, Phys. Fluids A, 5 (1),
217-234 (1993)

M = 3.0 — funkcija raspodele u razliCitim tackama
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Makroskopske
Neravnotezni procesi Hidrodinamick

Makroskopske veliCine van ravnoteze

Makroskopske veli¢ine

Makroskopske veliine se odredjuju pomoéu ekvivalentne lokalno
ravnotezne raspodele Ciji su momenti jednaki momentima
neravnotezne funkcije raspodele.

/ mi(€) £ (1, %, €) dE = / i (€) £19° (1., €) dE
R3 R3
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Neravnotezni procesi

Sadrzaj

@ Bolcmanova jednagina

e Neravnotezni procesi

@ Hidrodinamicka aproksimacija
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Makrosk velicine
Neravnotezni procesi Hidrodinamicka aproksimacija

Skalirana Bolcmanova jednacina

Bezdimenzijske promenljive

@ to — makroskopsko referentno @ bezdimenzijske promenljive
vreme . R 2

@ | — makroskopska referentna t=tlto &i=wmfl & =&/fv
duzina @ funkcija raspodele

@ v=/2(kp/m)T, — R
referentna brzina f=(mv®/po) f

@ t, = l/v — akusticko

referentno vreme ® kolizioni presek
B

B =
V2rd2w
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Neravnotezni procesi

Skalirana Bolcmanova jednacina

Skalirana Bolcmanova jednacina

oL~ QU

Sh = i—“ — Struhalov broj Kn = ? — Knudsenov broj
0
m
= ——— — srednja duzina slobodnog puta
V2 pod? | gp
Bardos, Golse, Levermore (1991,1993); Saint-Raymond (2009)
@ Kn < 0.01 — hidrodinamicki rezim
@ 0.01 < Kn <0.1-"slip flow” rezim
@ 0.1 < Kn < 10 — prelazni rezim — jednacine momenata i BJ
@ Kn 2> 10 — “slobodni let” — DSMC

S. Simi¢ Bolcmanova jednacina i H-teorema



Neravnotezni procesi Hidrodinamicka aprokslmacua

Skalirana Bolcmanova jednacina

Skalirana Bolcmanova jednacina

of¢ ofe 1
28 Zfz "L
€~ Kn — mali parametar
Asimptotski razvoj
Fe=fO 4ef®M 4 2@ 4. = Zekf(k)
k=0
Uslov kompatibilnosti

/ mip; fF dg =0,  Vk>1
R3
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Neravnotezni procesi

Skalirana Bolcmanova jednacina

Jos asimptotskog razvoja

Protoci

(o]
_ € _ k, (k)
Plij) = /R3 mC;C; f€d§ = E € Py
k=1

m oo
i= | —ICPfede=>Y kg (k)
4 /]Rs?' " de kZIqu

Materijalni izvod

3 3
c Of° _ 15 re pe _9 0
Df *;%T;f —QU f) D‘aﬁ;”laxi
D=Dg+€eD;+Dy+-- =Y €Dy

k=0

S. Simi¢ Bolcmanova jednacina i H-teorema



Makrosk velicine
Neravnotezni procesi Hidrodinamicka aproksimacija

Cepmen-Enskogov metod — formalni raazvoj

Asimptotski razvoj makroskopskih jednacina

pDov; + 0;p =0 pDyv; + 3;‘]92% =0 Vk>1
3 kg

3 kp k
§PED0T + pOyv; =0 §pHDkT + pgi}> 0jv; =0
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Neravnotezni procesi

Cepmen-Enskogov metod — formalni raazvoj

Asimptotski razvoj makroskopskih jednacina

pDov; + 0;p =0 pDyv; + 3;‘]92% =0 Vk>1
3 kB 3 kB k
§PED0T + pOyv; =0 §pHDkT + pgi}> 0jv; =0

Asimptotski razvoj Bolcmanove jednacine

QU 1) =0

5. 9f©@
200/, V) = Dof @ + 3 G
i=1 i
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Neravnotezni procesi Hidrodinamicka aprokslmacua

Cepmen-Enskogov metod

Prva aproksimacija (Lokalno ravnotezna raspodela)

3/2 2
0) — m B S A R
f (27rkBT> eXp{ Q(kB/m)T}_ M

p = p(t,x) v =v(t,x) T="T(tx)

kB 3p
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Neravnotezni procesi Hidrodinamicka aprokslmacua

Druga aproksimacija

A oT m av@
T “Ox;  kpT Ja

FO Z 04— f<0){ _ "™ pec,
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Neravnotezni procesi Hidrodinamicka aprokslmacua

Druga aproksimacija

A 8T m vy,
(1) _ £(0) (0) ™ _Beo,c; <1
Protoci
ovy; oT
n _ _ (i 1 _

Hidrodinamicke jednacine su Navije-Stoks-Furijeovog tipa.
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Neravnotezni procesi Hidrodinamicka aproksimacija
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