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Pojava haosa pri izracunavanju
temperature na povrsini zemljista

MSc Gordan Mimic¢

Departman za fiziku, Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u Novom Sadu



Modeli zivothe sredine

Opisuju razne procese u prirodi

Pomazu nam da predvidimo buduce stanje sistema

Osnovna informacija koju imamo o stanju sistema dobija se merenjem
njegovih fiziCkih karakteristika

Model = jedna ili viSe diferencijalnih jednacina koje adekvatno opisuju
evoluciju stanja usled fiziCkih procesa koji se odvijaju u tom sistemu
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Modeli zivothe sredine

ReSavanje diferencijalnih jednacina

— analitickim metodama - za idealizovane i znatno pojednostavljene slu€ajeve — linearizovane
sisteme jednacina

— reSavanje u opstijem, nelinearnom obliku izvodivo je jedino numerickim metodama
Metod mreze taCaka - skup taCaka u prostoru za koje se racunaju vrednosti
zavisno promenljivih veli€ina (npr. temperatura, pritisak, vlaznost vazduha i
td.)

Spektralni metod - zavisno promenljive veliCine se razviju u ortogonalne
redove, koji se uvrste u sistem jednacina

Greske koje se javljaju u rezultatima modela poticu:

— od toga Sto ne poznajemo u potpunosti kako se procesi zapravo odvijaju
— od same prirode procesa jer pojedini sistemi ispoljavaju haoticno ponasanje
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Dinamicki sistemi

MatematiCki model predstaviljen sa jednom ili viSe jednacina (koliko promenljivih je

potrebno da se pojava u potpunosti opise)

Jednacine su u diferencijalnom ili diferencnom obliku (da li vreme posmatramo
kontinualno ili u diskretnim koracima)

Diferencijalne jednaCine mogu da budu obi¢ne ili parcijalne (da li je u njima
diferenciranje po vremenu predstavljeno totalnim ili lokalnim izvodom)

Diferencne jednacine imaju oblik iterativnih mapa

Podela dinamickih sistema na autonomne i neautonomne

— Autonomni (vreme se ne pojavljuje eksplicitno dok su sve promenljive zavisne od vremena)

— Neautonomni (vreme se pojavljuje eksplicitno, kada deluje neka vremenski zavisna sila)



Haos
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HOw TWO WEATHER PATTERNS DIVERGE. From nearly the same starting
point, Edward Lorenz saw his computer wuuther produce patterns that
—] X i —_— bZ grew farther and f rlho r apart until all resemblance disappeared. (From

Lorenz’s 1961 printouts.)

Edward N. Lorenz (1963) Deterministic Nonperiodic Flow, Journal of
Atmospheric Sciences vol. 20, 130-141

X, y 1 z apstraktne promenljive
— X brzina rotacije
— ytemperaturna razlika izmedu uzdizuceg i spustajuceg fluida
— Zz odstupanje od linearnog vertikalnog temperaturnog profila
— r Rejnoldsovbroj, o Prantlov broj (bezdimenzioni indikatori turbulentnog kretanja)
— b razmer cilindra

Simple_Model_of the Lorenz Attractor.avi



Haos

* HaotiCho ponasanje sistema
— Neperiodicho
— Osetljivost na pocCetne uslove (samim tim
nepredvidivo dugorocno)

— Uticaj kontrolnih parametara, mala promena u
vrednostima utiCe na pojavu ili nestanak
haosa

— Jednacine su nelinearne



LogistiCka mapa

» LogistiCka mapa (biologija, ekologija, ekonomija...)
1

xn+1 ) rxn (1 _xn)

Xn+l

Elementi skupa leze u intervalu (0,1)
Netrivijalno ponaSanje za vrednosti parametra 1 <r<4

Tacke ekvilibrijuma ili fiksne taCke dinamickog sistema proizilaze iz
uslova f(x)=x

x*=0ix*=1-1r (1<r<3)



Logisticka mapa

Fiksna tacka x* Ce biti:

Ponor - ako su sve tacke iz okoline € (¢>0) koje su dovoljno bliske x* tokom
JACHIES

|zvor - ukoliko su sve tacke iz okoline € (¢>0) koje su dovoljno bliske x* tokom

iteracija odbijene od x*, IACHES!

iteracija privuCene od strane x*,

=28 x*=0.642859 r=3.2 x*=0.799455 i x*= 0.513045
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Bifurkacije

Period 2 postoji za svako r > 3 ali postaje nestabilan kada r dostigne
vrednost 1++/6, $to je priblizno na r=3.449490. Tada se javljaju
stabilna reSenja sa periodom 4

Proces se nastavlja sa uzastopnim periodima udvajanja, tako Sto se
pojavi novi period kada prethodni postane nestabilan — bifurkacije

Bifurkacije — stanice na putu u haos

Period 8 za r=3.544090,

period 16 za r=3.564407,

period 32 za r=3.568759,

period 64 za r=3.569692

r.=3.5699456718 tacka nagomilavanja, postoje svi periodi

Fajgenbaumov broj S =lim=—"-1 _ 4 669201
R rn+1 71 Vn



Bifurkacije

Bifurkacioni dijagram
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Uredenje Sarkovskog bifurkacije

355>7>..>2:352:552-7>..527-3>2°-5>2%-7T> .. prozori
2 S . A 5 s stabilnosti
SIS A QU A e S N T e s

Li T.-Y. and Yorke J.A. (1975) Period three implies chaos, American
Mathematical Monthly 82, 985-992



Bifurkacije

Slu€aj kada je r=4 je specijalan zato $to nema ponore
Postavlja se pitanje gde se orbite zavrSavaju

Postoje dve fiksne taCke x*=0 i x*=0.75 ali su obe nestabilne
U ovom slu€aju mapa pokazuje veoma zanimljivu dinamiku

1
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Xn+1 s Xnt1

0.4
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0.2
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|lzgledao kao nasumicno, ipak:
ubrzan porast na malim vrednostima x,,, zatim veliku vrednost x, prate male vrednosti x,,
kao i porast oscilovanja oko nestabline fiksne tacke x*=0.75



Atraktor

40 -

30 -

20 -

-20 -10 0 10 20

-U slucaju viSedimenzionih mapa ili sistema diferencijalnih jednacina, dakle kada postoji
viSe promenljivih

-Analogon privla¢noj fiksnoj tacki

-Atraktor je skup taCaka u faznom prostoru koji za odredene vrednosti parametara priviaci
sve trajektorije koje pocinju u njegovoj neposrednoj blizini

-Zapremina u faznom prostoru koja obuhvata atraktor i koja sadrzi sve tacke koje tokom
iteracija zavrSe na atraktoru se naziva bazen atrakcije



Ljapunovijevi eksponent

HaotiCno ponasanje proizvodi neku vrstu nasumicnosti, koja bi mogla da
objasni kompleksno ponasanje realnih sistema

Kvantifikacija haosa

Velika osetljivost na poCetne uslove — divergencija bliskih trajektorija u
faznom prostoru

Mera - Ljapunovljev eksponent=srednji eksponencijalni rast udaljenosti
izmedu dva bliska poCetna uslova

n-1
Alx,) = 1im121n\f'(xl.)
n—o n i3

A < 0 stabilno
A = 0 periodiéno
A >0 nestabilno




Ljapunovijevi eksponent
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Kolmogorovoljeva
kompleksnost

* Najkraci program koji Stampa odredeni niz i nakon toga stane

 abababababababab — ‘8 puta ab’
« xc2v3trrrg7m9906 - mora se navesti svih 16 karaktera

* Nije izracunljivo

 Lempel - Ziv algoritam za raCunanje 12
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Kolmogorovljeva kompleksnost

10
0.5 -
0.0

05
1.0 -

-15 2 Ljapunovljev eksponent

Indikacija haosa

r Kolmogorovljeva kompleksnost
g 2 J S N S e R et e i 5, 0 e
2% 3.6 ¥ 3.8 &) 4.0

r

- Indikator haotiCnog ponasSanja
- Analiza vremenskih serija (merenja)

- Temperatura vazduha, padavine, proticaj reka, koncentracija
radona i td.




Jednacina energijskog bilansa

Da bi sistem funkcionisao potrebno mu je snabdevanje energijom
Dinamika razmene energije — jednacina energijskog bilansa

H-AE-G —

gAA]{ net gAtg_ R
2
P ,(T 1) —C,d[b(T, - T)+b—(T R T )

Vremenska Sema unapred + prosSirivanje jednacine sa T, + deljenje sa neko
T, (npr. 288 K, srednja globalna temperatura vazduha)

z,, =4z, -Bz. +Cy, —»
V.au=Dz +(1-D)y, e

- sistem sparenih
mapa



Analiza stabilnosti resenja

Bifurkacioni dijagrami sparenog sistema za r u intervalu (0,4), €=0.1 i

pocetnim uslovima x,=0.2 i y,=0.4

1.0 ‘ 1.0 :
a) b
0.8 |- 0.8 -
0.6 0.6 -
X r y r
0.4 04 -
0.2 0.2 s
0 1 0 1 2 3 4



Analiza stabilnosti resenja

* Izgled atraktora u faznom prostoru sparenog sistema za vrednosti

parametara r=3.7 i £=0.1, pri poCetnim uslovma x,=0.2 i y,=0.4

0.15 ‘
L I 4
0.10 - | 0. ._
. M ] '
y | iy i =, (8]
0.05 - . I
0.00 I T AT AT e M SRR T -Q. -l

00 02 04 06 08 1.0
X

Henonova
mapa



Analiza stabilnosti resenja

» Ispitivanje ponasSanja sistema za razliCite vrednosti parametarari ¢
4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

* |z druge jednacCine - parametar sparivanja ne sme da bude veci od 0.5 (¢ <
0.5)

* |z prve jednacCine (gde se najveca vrednost Clana koji sadrzi x dobija kada
za x=0.5 a najveca vrednost drugog €lana za y=1) - novi uslov r/4+ € < 1

» Detaljnije ispitivanje sistema za r€[3.6,3.8]

£ €[0.05,0.1]



Analiza stabilnosti resenja

Ljapunovljevi eksponenti Kolmogorovljeva kompleksnost

r
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€ e

- Pri odredenim fiziCkim uslovima - pojava haosa u sistemu, ¢ime se unosi nesigurnost
prilikom raCunanja temperature na povrsini zemljista

- Temperatura na povrsini zemljista, takozvana ,skin“ temperatura, i za 10 °C veca od
temperature vazduha na 2 m

- Mala promena u vrednostima parametara moze da utiCe na ponasanje sistema
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