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Problemi gravitacije kao kvantne teorije polja

Ko

Fermijeva teorija Elektroslaba teorija

(9%

Razmena gravitona Struna
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Nekomutativha geometrija

[x", X"] = ikJH".

[x*, x"] = io*, 6"” = const.

Nepostojanje tatke na Plankovij skali
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Spinorska reprezentacija u N dimenzija

@ N matrica v, koje zadovoljavaju:

{’y#,’yy}:25‘uu]l, pv=1,...,N. )

@ Matrica 1 je iste dimenzije.
@ Uslov ermitnosti:
’YZ = Y- (4)
@ SO(N) generatori:
1
zuu = Z[’Yua%/] = *zuw (5)
[(Zs Lpo) = 0poxvp + 0upXve — Ouplve — OuoXpup- (6)
@ SO(N) spinori su objekti koji se pri SO(N) tranformiSu kao:
6p = %szw (7)

Spinori su kolone iste dimenzije kao y-matrice.
Zadatak: Naci reprezentaciju y-matrica
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Reprezentacija v-matrica u parnom broju dimenzija

@ Za N = 2n, uvedemo matrice:
b-—i(w—i' ) bT_L(._,’. ). =1 n (8)
I—\/E'YI Yi+n)s ,—\/E’Y/ Yi+n)- = b

@ Algebra fermionskog oscilatora:

{bf, by} =65, {b], b} ={bi, b} =0 9)

@ Dvodimenzionalni Hilbertov prostor za svako i-operatori krecije i
anihilacije:
bl0) =0, b'[0) =[1), b[1)=10), bf[1)=0, (10)
@ |0) je vakuum, a |1) prvo pobudijeno stanje.

@ Ukupan Hilbertov prostor razapet vektorima:

|0), b!|0), b B! [0), ..., b] -- - b|0).

L g
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@ Jedno vakumsko stanje|0) annihilirano svim b;, n stanja b,T|O> dobijenih
dejstvom i operatora kreacije na vakuum.

@ Zbog antikomutiranja b i b operatora, postoji %n(n — 1) stanja koja se
dobijaju dejstvom ovih operatora

@ Zbog Grasmanovske prirode ovih operatora (Paulijev Princip), (b')? = 0,
postoji konacan broj stanja. NajviSe stanje je: b1T .-~ b}|0). Ukupan broj
stanja:

1 _nn_n
1+n+QMn—U+~~+1_g;QJ_2 (11)

@ Invertovanjem definicije za b operatore:
1 I
LRV, V2

konstruisali smo jednu reprezentaciju 27 x 2"-dimenzionalnih v-matrica
koje deluju na spinore

,(/}1

(bl + b)), in= —=(b] — by) (12)

Y= :
$?
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Matrica kiralnosti

@ Postoji jos jedna linearno nezavisna matrica:

y=ayows A=y P=1 (13)

(N=1)N
=ty =ad(-1) 7 =1
a=(-1)"7 N=2n
@ Ova matrica komutira sa svim ostalim y-matricama:

et =y Fav N = ey + (-1 )N_1'7u0‘71 N
{v: 7t =0. (14)
@ —> v komutira sa SO(N) generatorima:
1
[% zuu] =0, Z;u/ = Z[’Yua '71/]- (15)

@ 72 = 1 — svojstvene vrednosti v su 1. Postoje dva svojstvena vektora:

Vi =y, Y- = —Y_ (16)
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Invarijantni potprostori

@ Pri SO(N) transformacijama 6y = 30/,

1 1 1
s =0y = 50" b = 50" L = 50" s (17)

@ —> nema mesanja svojstvenih vektora

@ Ovo vaziiza SO(1,N — 1) Lorncove transformacije u prostoru
Minkovskog

Yy — by, Yo —p.
@ —> Reprezentacija je reducibilna
@ CikliCnost traga: try = tr(avyq - - - yn) = trlaynyr - - yv—1) = —try:

try = 0. (18)

@ — Jednak broj pozitivnih i negativnih svojstvenih vrednosti
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Dirakov i Vajlovi spinori

@ — 2"-dimenzionalni prostor IR se razlaze na dva potprostora dimenzije

on—1.
_ (¥4
Y= (w_) : (19)
@ ¢ je Dirakov spinor, a

@ ., v_ Vajlovi ili kiralni levi i desni spinor
@ Reprezentacija Klifordove algebre dobijena na ovaj nacin naziva se
Spinorska reprezentacija
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Spinorska reprezentacija u neparnom broju dimenzija

N=2n+1
Potrebno je 2n + 1 matrica: v1,...,72n, Y2n+1
YVt =26,1, pr=1,...2n+1.
Ve€ imamo 1, ..., ven iy = avyr---7eon
Proglasimo vop1 = 7:

i _
Yont1 =

Y2n+1, 'Y§n+1 = ]]-7 {72n+1 ) PYI} =

0

zanekoi=1,...,2niopetimamo celu Klifordovu algebru
Ali nemamo viSe matricu kiralnosti = nema viSe Vajlovih spinora

Y1 Y2nY2n41 = QYL

Yonyt o yen=EnL,ne C

U neparnom broju dimenzija postoje dve neekvivalentne IR

Izbor —y2ni 1 ili y2n41

Razli¢iti znaci +7 odgovaraju razliCitim reprezentacijama

Luka Nenadovi¢

Spinori na zakrivlienom nekomutativnom prostoru

Novi Sad, 13.11.2014
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Glatka mnogostrukost

@ Realna mnogostrukost M dimenzije n (dimg M = n) je Hausdorfov
topoloski prostor koiji lokalno li¢i na IR"”

@ To je skup otvornih podskupova U; zajedno sa homeomorfizmima

U —2  Rre

koji se nazivaju karte. Skup karata koji pokriva celu mnogostrukost
naziva se atlas

@ Mnogostrukost M je diferencijabilna ili glatka ako na preseku karti:

U,'ﬂUj

]Rn

postoji glatka funkcija prelaza g; = ¢>,‘1 o ¢; (difeomorfizam)
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Diferencijalne forme

Razmotrimo antisimetri¢ne tenzore ranga p, 0 < p <n
Uvodimo diferencijal dx*, u = 1,..., n na datoj lokalnoj karti
DefiniS§emo kosi proizvod kao antisimetri¢ni tenzorski proizvod:

ax” A dx¥ = %(dx” ® dx” — dx¥ ® dx*) = —dx” A dx* (22)

DefiniSemo diferencijalnu p-formu:

1

(NN VAR e ) G (23)
Primeri: 0-forma je obi¢na skalarna funkcija: ap = ¢(x), 1-forma je
kovarijantni vektor: ay = A= A, dx*, 2-forma je antisimetricni tenzor
ranga 2: ap = B = 1By, dx* A dx”

Skup svih p-formi: QP(M)

Kosi proizvod p-forme «, and g-forme 34 je preslikavanje:

QP(M) x QI(M) — QPYI(M) : Xprg=apABqg=(—1)PIBgAap (24)
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Spoljasnji izvod

Spoljadniji izvod je preslikavanje : d : QP(M) — QP+1(M)

U koordinatnoj reprezentaciji d = dx*d,, A

Primer (skalarno polje): d¢ = 0,¢dx" = grad¢g

Primer (gradijentni potencijal): dA = 0,dx* A A,dx” = 0,A,dx* A dx” =
$(0,A, — 0, A )dxH A dx? = LF,,ax* A dx”

Fu = 0,A, —0,A,

@ Spoljasnji izvod je rotor kada deluje na 1-formu u 3 dimenzije.

@ Zadovoljava Lajbnicovo pravilo:

d(ap A Bg) = (dap) A Bg + (—1)Pap A dpy. (25)

@ Uslov nilpotentnosti:
d?=0. (26)

Lako se pokazuje: d?a, = d(dx”d, A ap) = dx” A dx* A 9,0,ap = 0.
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Stoksova teorema i Hodzov dual

@ Stoksova teorema: Za dimg M = nvazi

/ dan71 == / an, (27)
M oM

gde je OM granica mnogostrukosti M.

@ Za datu Rimanovu mnogostrukost (M, g) uvodimo Hodzov x-dual kao
preslikavanje
x: QP(M) — Q""P(M)

definisano:

AEM ~~lipup+1 H-MndXMpH A A pr’". (28)

sadx™ A .- A dxtr =
(n—p)!
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NajvisSa forma—element zapremine

@ DefiniSemo meru integracije:

Vol = 1 = %emmmdx’“ A-e A dxtn (29)
=/gdx" A---Adx" = /gd"x. (30)
Vol =1, /gax™ A--- A dx#n = eFn\ol, (31)

@ Uvodjenje Hodzovog *-duala omoguéava izrazavanje divergencije vektora
@ U ravnom prostoru sa euklidskom signaturom: /g = 1, ako je A 1-forma:

1
(n—=1)!
— 1 A v
~ (n=1)! vip€ g pun
1
= — — | q¥P — 123 — H
(= 1)!Al,,p(n 1)!g"*Vol = VolA* = VoldivA.  (32)

@ Jo§ jedan Hodzov dual daje:

A€’

H2-.-fn

d*A:d( dx“H\.../\dx“”)

ax? Adx*2 AL A dxtr

«d + A= divA. (33)
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Metri¢ki unutrasniji proizvod

@ MetriCki unutrasnji proizvod na QP(M, R):

(a.8)= [ anss. afeQPMR) (34)
M
@ U komponentama:

V9
p!(n— p)!
\/g Vi...Up

= mau1~-»up5u1...up€ Lpit-oetin

aN*f=al Brireiin€ T P g OXHEETA A

x axHUA - AdxFP A dxPeE A A dxEn

V39

m M- HpBW Vp€V1'~Vp Mp+1<~~ltn6mmundx1 JAERIVAY an
Vol , ,
= S = P = P)IGH  ghs
Vol
= o @ B (35)
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Kineticki ¢lanovi

@ Integracijom unutrasnjeg metriCkog proizvoda:
[anws=[ Vol Lt b, (36)
M m P
@ KinetiCki ¢lan za realno skalarno polje:
Sy = %/\/gd”xaﬂqsa% = %/dqﬁ A xdo. (37)

@ Kineticki ¢lan za Abelovo gradijentno polje jaCine F = %F,wdx“ A dx”
koje je 2-forma:

. / JGAXF,, F1 — / F A F. (38)

@ Za kompleksno skalarno polje:

5= [ Vadrxo,storo — [ do nsds. (39)
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Lokalne teorije, kovarijantni izvod

@ Spinori su prirodno definisani u Lorencovom (euklidskom) prostoru
@ Svaka mnogostrukost je lokalno ravna
@ Spinorsko polje ¥(x) se lokalno transformiSe pri dejstvu Spin grupe:

¥ — 9(xX)¥ (40)
@ Invarijantnost lagranzijana — kovarijantni izvod
D=d+w (41)

@ i koneksija w(x) koja se transformise kao:
w— g (w+d)g. (42)
@ Zahtevamo da se Dy transformiSe kao spinor:
Dy — (d+gwg™' +gdg~')gy
= (dg)¢ + gdv + gwg ™'y + g(dg~")gv

= dgy + gdy + gwy — gg~ ' dgi
= g(d +w)y = gDy. (43)
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Ortonormalni bazis u tangentnom prostoru

@ U koordinatnom bazisu {9,,} na tangentnom prostoru T,(M)
mnogostrukosti M u tacki p

@ KoriS¢enjem inverzne tetrade e# konstruiSemo ortonormalni bazis {e, }:

en(x) =eL(x)0y, a=1,...,dmgM. (44)
@ Ortonormalnost:
en(x)es(X)Guy = 1ag- (45)
@ Svakom vektoru v € Tp(M) odgovara dualni vekior (kovekior) koji je
functional:
w: Tp(M) — R, w(v)=(w|lv)eR. (46)

@ Kovektori obrazuju kotangentni prostor 7;(M)
@ U koordinatnoj reprezentaciji{dx*} je bazis kotangentnog prostora:

(dx¥[D,) = B, (dx*) = 31 (47)

@ Bazisni vektori kotangentnog prostora su 1-forme
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Tetrada i metrika

@ KoriS¢éenjem tetrade definiSemo ortonormalni bazis 1-formi:
0% (x) = 07 (x)ax". (48)

@ Ortogonalnost:
0 (x)05 (x)g™" (x) = 1" (49)

@ dx* = e!f* — metriCki tenzor:
9= gudx" @ dx” = n,50* ® 6°. (50)
@ Provera konzistentnosti:
(0%]eg) = (0,,dx"|eg0,) = 0,;e5(ax"|0,) = 0, €l = 05 (51)
@ Tetrade 0} i € su inverzi:
0sel =4y, 05el =05 (52)

@ Lokalnom Lorencovom metrikom 7,z i inverzom n*? podizemo i
spustamo indekse
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Spinska koneksija

@ Izbor ortonormalnog bazisa je jedinstven do na lokalne Lorencove

transformacije:
0%(x) — 0" (x) = /\*10‘5(X)95(X). (53)
@ Lokalna simetrija — gradijentno polje, 1-forma sa transformacijom:
w— ' =N w+ d)A. (54)
@ 1-forma koneksije se naziva spinska koneksija

Dekorisano indeksima:
why — W% = AT WA+ AT AN (55)

@ Kao 1-forma moze da se razvije u ortonormalnom bazisu:

W = W 50X = w507, (56)

Kovarijantni izvod za Lorencovu grupu:

D=d+ %wagzaﬁ, (57)

x# = 1[y* 48] su Lorencovi generatori
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Strukturne jednacine

@ Elementi koordinatnog bazisa medjusobno komutiraju [0,,,9,] =0
@ Elementi ortonormalnog bazisa, ne nuzno:

[€a, €8] = C7 58, (58)

° CVQB su strukturne konstante ili objekti anholonomije
[€q, €8] = €460, — €3€40, = (en€; — ezel)0)e,. (59)
C.s =0, (e.€) — esel). (60)

o Diferencijal tetrade:

1
do” = doy A dx* = (e.8))0% A es6” = —Eeg(eaeg — e3e)0* N O°
1
= =500 NO°. (61)
@ Strukturne jednacine:

1
o> = —50%95 NG (62)
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1. Kartanova jednacina strukture—torzija

@ Spoljasnji izvod tetradne 1-forme je 2-forma:

do” = 9, ax" A Gy dx” = %(8#93 — 0,077 )dx" A dx”. (63)
@ TransformiSe se kao 2-forma, ali ne i kao Lorencov vektor
do’ = d(A"0) = A"1do + (dA )6 (64)
@ Uvedemo ¢lan w A 6 sadrzi spinsku koneksiju:
W =ATdA+ATTwA (65)

@ Transformacija novog izraza:
do' + W' AN =N+ dN T A+ (AN ATTWA) ANTTE
=A"dO+dNTTAO-ANTANANTT A AT NG

=A""(dO+wAb). (66)
@ DefiniSemo 1-formu torzije:
T = do™ + w5 N O°. (67)

@ Prva Kartanova jednacina strukture
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2. Kartanova jednacCina strukture—krivina

@ Komutator dva kovarijantna izvoda:
DA D = D,0“ A Dg® = D, dx* A D, dx”
_1 1
2 2
1 1
e 5 aﬁea A\ 65 = ERF”’qu AN dXV (68)
@ Prepoznajemo Rimanov tenzor u ortogonalnom i koordinathom bazisu
@ Ova 2-forma je krivina spinske koneksije—2-forma krivine:
Q=DAD=(d+w)AN(d+w)=dw+twAw (69)

@ U komponentama:

(D.Ds — DsD,)0*0° = ~(D,D, — D,D,)dx" A dx”

Q% = dws +w”, AWy (70)
@ Ovo je druga Kartanova jednacina strukture
@ U ortogonalnom i koordinatnom bazisu:

adxt A dx?, (71)

« 1 o o 1 «
Q BZER ﬁ,y(;(gy/\e :éR ﬁp.l/

R%s.s = €'e§R%,,. R%,, =0100R; ;. (72)
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Kartanove strukturne jednacine

@ Kartanove strukturne jednacine u matri¢noj formi:
T=dd+wAl, Q=dw+wAw. (73)
@ Delovanjem spolj$njim izvodom:

dT =dw AN —wAd)=dw N —wA (T —wAb)
=dwAN0—wATH+wAWANI=QAN0—wAT, (74)

d=dwAw—-—wAdw=(Q-wAW)Aw—-—wA (2 —wAw)
=QANw—-wAQ, (75)
@ Bjankijevi identiteti:
dT+wAT=QA0, dA+wAQ—-QAw=0. (76)

@ Kartanove strukturne jednacine i tetradni formalizam omogucavaju
kuplovanje fermiona sa gravitacijom, Sto u slu¢aju Rimanove geometrije
nije moguce
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OdsecCena Hajzenbergova algebra

@ Odsetena Hajzenbergova algebra je matri¢na aproksimacija
Hajzenbergove algebre

@ Dobija se odsecanjem beskonacnih matrica koje reprezentuju koordinatu
i impuls linearnog harmonijskog oscilatora

@ Zadata je komutacionim relacijama:

[ux, py] = ie(1 = 2), (77)
[ux, pz] = iep(yz + zy),
[y, nz] = —iep(xz + zx).

@ U nekomutativnoj geometriji, moguce je identifikovati fazni prostor sa
pozicionim prostorom

@ U slucaju unutrasnjih izvoda e,, za date impulse p, € A:
eaf == [Pa, f] (78)

&6 = [Pa, x"] (79)
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Impulsi

@ Identifikujemo impulse:

. . , 1
o1 =ipfy,  epp=—ipPx,  epy=in(pz - 3) (80)
@ Algebra impulsa [Madore]:

12
[p1,pz]=§+upa, (81)

[P2, P3] = pp1 — ie(p1ps + P3p1),
(3, p1] = pp2 — ie(p2p3 + P3p2).

@ Uopstene komutacione relacije za p uz uslov d? = 0:

1
2P 5pyps — Foppy — oKas = 0 (82)
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@ Izborom koneksije (u = ¢ = 1)[Buric, Madore, Grosse, Wohlgenannt]:

1 .. 1
Wiz = —way = (—§ + 2ipg)6° = (E —22)¢°, (83)
1 . 1
Wig = —wgq = 592 + 2ipp60° = 592 + 2x63,
1 . 1
Wo3 = —w3p = 7591 —2ip16® = 791 +2y6°.

@ U komponentama

1
Wige = —Wa3t = 5 — 2z, (84)
1
Wizs = —Ws2t = 5, wi3z = —ws31 = 2X,
1
wa13 = —Wst2 = — 5, wo33 = —w3zp = 2).
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Ortonormalni bazis i 3-forma zapremine

@ Komutacione relacije za ortogonalni bazis:

(02 =0, (0®2=0, (6°2=0, {0',6°}=0 (85)

{0",60%) = ie(0260° — 60%602), {0%,6%) = ic(0%0"' —0'6%) (86)
@ Ekstenzijom na algebru 3-formi:

0'0%0" = 020302, 6°0'0° = 0°0"0°> =0 (87)

0'6%0% = —020"'0° = 0%0"0% = —6%0%9" = iezz%e%'&a? (88)

0'0%0% = —026%0" = iezz%%?esa? (89)
@ Postoji samo jedna linearno nezavisna forma zapremine:

o— —i929392 (90)
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Dirakove matrice u dve i tri dimenzije

@ U dve i tri dimenzije spinorska reprezentacija je dvodimenzionalna
@ Prirodni izbor Dirakovih matrica su Paulijeve matrice:

0 1 0 —i
=01 = <1 O), Yo =02 = </ OI> (91)

@ Ermitske matrice koje zadovoljavaju:

{’Ya”yﬁ} = 2(5a5, a, 5 = 172 (92)

@ Matrica kiralnosti u dve dimenzije:

. 1 0
Y3 = —Inye = (0 _1> =03 (93)

@ Ove tri matrice formiraju Klifordovu algebru u 3 dimenzije
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Dirakov spinor u 3 dimenzije

@ Za Klifordovu algebru u 3 dimenzije

{Va: 18} = 2008, «,8=1,2,3. (94)

@ Postoje dve neekvivalentne ireducibilne reprezentacije. Biramo:
Ya = —iv17273 =1 (95)
@ Pri Spin(3) transformacijama, Dirakov spinor se transformise:
1
o =z a0, (96)

gse je Yap = Ya¥s Za a # 3, a nula inace

@ Zahtevamo da Dirakov konjugovani spinor 1) poniéti ovu transformaciju
formirajuéi skalar

st =0t (gutaly ) =" (30900 ) =97 (~gs)  (97)

o =y =yl
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@ Fermionsko dejstvo u tri dimenzije u izrazeno preko formi:
Sbirac = — /Tr[(Dw)zZ —YDYI AV AV A, (98)

@ Postoji torzija koju neminimalno kuplujemo sa fermionima:

Seor = / T BT V. (99)

’
T'=u (2 - uz) (6%6° + 6367)

’
T2=—pu <2 — pz> (0'6° + 6%0")

T3 = —12x(0'6° + 60") — 12y (6%6° + 6°6). (100)
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Dirakovo dejstvo

@ Raspisano preko komponenata:
Spirac = — /TI’[(D’L/J)?Z — ”L/)Dl/_)] AVAV A
= = [ HO)T — 6DaTI 050,

= / TrXoy57,070°07, (101)

gde je: ~ _
Xo = (Do) — ¥ Datp. (102)

Sumiranjem komponenti:
Spirac = — / TrXoy7,0%0°07

- _/Tr(X173%9‘9391 + X172730"0%6° + X173720'6°67

+ Xo13720260%0% + Xoy173602010° + Xov3716%630
+ Xav1720°0" 6% + Xav2716°6%6"). (103)
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Dirakovo dejstvo 2

@ Izrazavanjem preko jedinstvene forme zapremine 626°62:

-1 €241

Spirac = — i/Tr(X1 vo + Ximed

e —1 € +1

— Xoyt + Xoel 5
€

€ —1 € —1
+ Xayai 5 + Xayai 5 )929392. (104)
€

€

© = —5-626%02:

Sbirac :2€/Tr {X1 (72 - é%) - Xo (71 + éw) + X373 (6 - %)]9 (1095)
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Kovarijantni izvodi

SDirac =

1 . . ,
> /Tr[X1 (—€v2 + i) + Xo(eyt + i) + iXays(1 — 62)]@

= Sp1 + Spz + Sps. (106)

(61 - ZW )¢, Dy = eyt + 4u¢'y
Doy = ( o — ZM’Y )?ﬂ, Doty = et + Z/W’Y
[ 3+4m — il (X —yy' + zy )}w,

D3y = eslﬁ—w[zw + i (xy? = yy' + 2y )} (107)
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Primer racuna

Sor == 5 [ TXi(~er2 + n)le
1 _ _ .
=5 [ T{(B)7 — vDidi-ere + i) o
1 ' _ _ P .
5 [ {[(or = gun)u] - verd — guvim h-ere + )o
=- % /Tr{ — e(e1y) Py + eperrya + i(e)hyr — ey

!
4

=— % /Tf[hz% e —i(e1)1y + %MWZ) — eyl + 6(911/_})7214 ©.
(108)

- i - 1 - 1 -
+ gennelve + genbtnae + gunvdn + g ubri |
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Dirakov i torzioni ¢lan

1 - - 1 - .
Sorae = 5 | TW{it"ewts — i(entiy™s + guiv + 24200
+e {izﬁvavseaw — i(eath)r 7%
. o 1 - .
— 2|iy eqt — i(eal)y ™ — zuiv + 2720 | f6  (109)
zaa=1,2.

1 _
Sor = —5 / Tr{gdlep(v® — nxy? + pyy' — 2p29°) — Epu(1 — 2p2)]}©.
(110)

Luka Nenadovi¢ Spinori na zakrivlienom nekomutativnom prostoru Novi Sad, 13.11.2014 38/40



Rezultat

Ukupno dejstvo:
S=-5 [T{it1"eut — iteniin v + guibs + 212200
+e [h/_w“vseaw — i(a )Y 7Y + pd(v® — px? + pyy' — 2u273)¢]
— &ies — i(esd o + puie] b (1)
Posle dimenzione redukcije z = 0, e3 = 0 dobijamo dejstvo
S=- [ T{idress ~ itendiyy®v + guibv

—_ —_ —_ 2 —_
+ e[iwv‘“’y%w — i(8a®)Y* VY + b (7® — pxy® + pyy! )w} - %uww}e
(112)
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Zakljucak

@ Kvadrat kernela ovog dejstva u slucaju velike nekomutativnosti odgovara
Melerovom kernelu koji je u primeru kalibracionih teorija omogucio dobro
UV pona$anje

@ Ocekujemo da ¢e i teorija sa fermionima imati dobro UV ponasanije
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