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Talasna jednacina kao sistem PDJ

e Kilasi¢na talasna jedna&ina (u jednoj prostornoj dimenziji)
P , 02
—u(x,t)=c"=—su(x,t), c=+/E/p,
S ulxt) = A u(x,) /o

dobijena je iz sistema tri PDJ:

@ jednadina kretanja

d 02
—0(x,t) =p==u(xt),
0 (x,t) = payu(x.t)
0 - napon, p - gustina i U - pomeranje,
@ konstitutivna jednadina - elasti¢no telo - Hukov zakon

o(x,t) = Ee(x,t)

E - Jungov modul i € - mera deformacije,
@ mera deformacije

e(x, t) = aa—xu(x, t).
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Uopstenja konstitutivne jednacine i deformacije

@ Ukoliko viskoelasti¢no telo poseduje svojstvo uticaja istorije

/01 ¢, (a) oDio (x,t)da = E/O1 ¢, (a) oDfe (x, t) da,
o (x,t) +a0Dio (x,t) = E(e(xt)+boDie(x, 1)),

n n
Y a oDYo(x, 1) = Y b oDye (x, t),
j=0 j=0

@ Ukoliko telo poseduje svojstvo prostorne nelokalnosti (¢ € (1, 3))
o(x,t)— IEDSo (x,t) = Ee(x, t).
@ Nelokalnost se moZe uvesti uopstavaju¢i meru deformacije
e(x, t)= Sfu(x, t).
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Frakcioni integral

o Polevsi od Kogijeve formule (g € L1 _(Ry), t >0, n € N)

t n—1
Pe() = ooy ) (-0 e (Mdr = s (),

@ zamenom n € IN sa « € IR dobija se frakcioni integral
P () = o [ (- Mg (r)dr =
g - r (“) 0 g -

I (a)
e Uvodimo f (t) = % t>0.

xg(t), t>0.

e FIl zadovoljava svojstvo polugrupe (konvolucija i fy)
J1(Pu) = 1P (") =" Pu.

@ Frakcioni izvodi se uvode se inspirisani:

1tk
D']"g =g i J"D"g ZZ 0 kv
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Riman-Liuvilov frakcioni izvod

Definicija

Neka je u € L} _(R.), tada je Riman-Liuvilov frakcioni izvod reda

a € (m—1,m), me N definisan

tmfﬂéf].

RID%y = D™ (f_o xu) = D7 (m *u (t)) _

o U operatorskom obliku: RiD%y = DmJm—ay,

@ Ukoliko je konvolucija eksplicitno zapisana

1 dm ot u(T)
RLy« _
ODtu(t)—F(m_(X)dtm/O o pyemrdn £ 0

DY (Fu () = u(t).
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Kaputov frakcioni izvod

Definicija
Neka je u € AC™ (Ry), tada je Kaputov frakcioni izvod reda
a € (m—1,m), me N definisan

tmflftx

OD?U = fm_a * DmU = m * DmU.

@ U operatorskom obliku: ¢Dfu =]""*D"u.
@ Ukoliko je konvolucija eksplicitno zapisana

1 t D"u(T1)
Diu(t) = / dr, t>0,
0 t“() F(m—(x) 0 (t_T)ucferl T
J“(Dfu(t) =u(t)— ) FD u(0).
k=0 "°
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Frakcioni izvod raspodeljenog reda

° NekaJeueLloc(O,oo),(p(oc) >0,a€l0,1], ¢(a) =0,
a & [0,1]i¢ e C([0,1]), tada je

Dyu (t /4> )oDfu(t)da, t >0,

Riman-Liouvilov frakcioni izvod raspodeljenog reda.
e Laplasova transformacija (ukoliko je up = 0)

L [Dyu(t)] (s / ¢ (a)s"da, Res > 0.
@ Za primenu - najjednostavniji izbor teZinske funkcije ¢
¢ (o) =k* k>0, a€(0,1),

k je konstanta i [k] = s.

@ Ostvarena dimenziona homogenost, jer je [(Dfu] = [SA], te je
[k*oDgu] = [u].
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Risov frakcioni izvod - |

@ Risov frakcioni izvod moZe biti Kaputovog tipa. Tada je

definisan (B € (0,1),
gPu(x)
@ jer je
Diu (x)
D"iu(x)

@ Risov frakcioni izvod

MI SANU (Beograd)

x € R)

= %(Diu(x)—D’éu(x))
1 1 _ d

= ara—p P gt

d
B 1 x d—gu(g)
- I(1-p) /_oo (x—g)ﬁdg'
1 e (@)
- men ko

uopStava prvi izvod, ali ne i nulti.
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Risov frakcioni izvod - |l
e Risov frakcioni izvod Kaputovog tipa (« € (1,2), x € R)

Do 1(D"‘+D“) 1 1 *d2 )
= — = X).
AT T T ) T A
@ Risov frakcioni izvod Kaputovog tipa (« € (2,3), x € R)
1 sgnx d?
2T (3 —a) |x|*2 " s (0

1
Diu = E(D‘i—l—D"i)uz

@ Oba uopstavaju drugi izvod.
e Definicije su (x € (n—1, n)):

dg,

&
1 x geu(@)
(o —a) /. =)ot

1 o d5u(l)
DDLU(X) = (_1) F(n—ﬁ)/x (Cigx)tx—n—l-l
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Distributional fractional derivative |

@ Distributional fractional derivative - defined as an inverse
operator of J%.

e Family of tempered distributions supported by [0, o)

-1
fo =] Tl e
c%[ﬁ"’(t)] tER, n€N, a+n>0.

@ Semigroup property

fzx*fﬁ:f@rﬁ, OC,IBGIR.

MI SANU (Beograd) Frakcione talasne jednacine 7.V 2014. 10 / 37



Distributional fractional derivative |l

Definition
Let h € S’ (R), then the distributional fractional derivative of order
a € (m—1,m), mée€ N is defined as

Dih = fm_y *D™h = D" [fm_y * h].

o Left, respectively right, inverse of J*

DY*h = D™ [fy_g* (fy % h)] = D™ [y % h] = D™ % h = h,
J"Dth = fu*[fma*D"h] = f, « D"h=D"fp, x h = h.
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Distributed-order fractional derivative of a
distribution
Let h € S\ (R), ¢ € S (R). Then the mappings
a—Dih:R— S (R) and a+— (Dfh(t),¢(t)) : R—R
are smooth.
Definition
Let € &' (R), supp¢p C [0,2] and h € S, (R). Then
distributed-order fractional derivative of h
Dyh = / ¢ () D% hda,

supp ¢

is defined as element of S’ (R) by

(Dyh (1), 9 (1)) = (9 (a), (Dih(t) @ (1)), ¢ €S(R).
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Frakciona talasna jednacina Cenerovog tipa

Frakciona talasna jednacina Cenerovog tipa predstavljena je sistemom
uz po&etne i grani¢ne uslove (x € R, t > 0)

ad 02 d
00 = g )= )
o(x,t) + toDfo(x, t) = e(x, t) +oDfe(x, t), T <1,
u(x,0) = up(x), %u(x, 0) = w(x), o(x,0) =0, &(x,0) =0,
im u(x, t) =0, im o(x,t) =0.

U distribucionoj postavci je oblika

02 [ 14" 02
WU(X'”_K {14—1’5‘"} "t 9x2

u(x, t) + up(x)6'(t) + vo(x)d(t)
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Teorema

Neka su ug, vo € S’'(R). Tada postoji jedinstveno resenje
u € S'(R x Ry frakcione talasne jednatine Cenerovog tipa

u(x, t) = S(x, t) *x.t (uo(x)8'(t) + vo(x)é(t)),

gde je

1 1+Tq e“xn- ‘X‘q 1+T(Zxﬂ:i;ar7[r
Shat) = 5*% Viggemme '

_ 14TgRe—iaTT _
_ |1+7Tq"e “"”;Hq/% e
q

1+ qae—izxn

fundamentalno resenje, S € S'(R x R4.) sa nosatem u konusu

x| < ﬁ
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Slika: Regenje u(x,t), x € (0,3), t € {0.5,1,1.5} za a = 0.25.
<O «Fr <Zr «=r = 9l
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- ) - . L ) X
4 5 6
Slika: ReZenje u(x,t), x € (0,6), t € {0.5,1,1.5} za « = 0.5.
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2

3

X
4 5 6
Slika: ReSenje u(x,t), x € (0,6), t € {0.5,1,1.5} za « = 0.75.
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u(X,l)
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u(x,1.5)

Slika: ReZenje u(x,t), x € (0,5), t = 1.5 za « € {0.25,0.5,0.75}.
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Frakciona talasna jednacina linearnog tipa

Frakciona talasna jednaclina linearnog tipa predstavijena je sistemom
uz po&etne i grani¢ne uslove (x € R, t > 0)

d 02 d
&U( t) = 52Y u(x, t), e(x t)= au(x, t),
kz‘aakoD O’Xt ;kOD €Xt E>b—1> >b—n

u(x,0) = up(x), %u(x, 0) = w(x), o(x,0) =0, &(x,0) =0,
lim u(x,t) =0, lim o(x,t)=0.

x—+oo x— 400

U distribucionoj postavci je oblika

92 N bes®] 92 ,
SFult) = L7 [M}  55u0x ) + w0 (x)3'(£) + v (x)(8).
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Teorema

Neka su ug, vo € S'(R). Tada postoji jedinstveno resenje
u € 8'(R x Ry) frakcione talasne jednatine Cenerovog tipa

u(x, t) = S(x, t) *xr (uo(x)6 (t) + vo(x)d(t)),

gde je
. ZZZO akq‘xk eiﬂ“k
© " Ky pi TRy |X Sk=0°kY "% °
S(X. t) = 1 Y S8 1/ Z:k:0 akq kel. & e| lq £0_ bk ek
2\ by 47ti Jo ZZ:O by gk el Ttk
: Xl o akq”‘ke_/”“k
n _ T _qakake ™k ot
_ Zk:o akq“ke 17T e|X|q ZZ:O bkq“kef'ﬂ“k i dq
n — Y
Yk—o brqke= M q

fundamentalno resenje, S € S'(R x Ry) sa nosatem u konusu |x| < ct,

— an
Cc = B, "
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Neka su: Ny = 0.25, N = 0.5, Ny = 0.75, ap = 1.25, ay = 1.1, ay = 1.2,
bp =14, by =13, bp =1.5.

u(x.t)
50?—
30?—

20}
[ t=2

0

Slika: Resenje u(x,t), x € (0,5), t € {1,2,3,4}.
» [ >

<

u]
a
A
it

it
it
S
Fel
i)




Neka su: Ny = 0.25, N = 0.5, Ny = 0.75, ap = 0.008, d; = 0.006,
a, =0.004, bg =16, by =14, bp =1.2.

u(x.t)
1.0

0.8 t=0.5

0.4

0.2

0.0 ;
0 5 10 15

Slika: Regenje u(x,t), x € (0,35), t € {0.5,1,1.5,2}.
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Frakciona talasna jednacina Eringenovog tipa

Frakciona talasna jednalina Eringenovog tipa predstavljena je
sistemom (x € R, t > 0)

d 9 0
a_Xa(X, t) = FU(X' t), e(x, t)= 8_XU(X' t),

7 (x,t) — [*Dlo (x, t) = Ee (x, t).

Pretpostavljajuci reSenje frakcione talasne jednacine Eringenovog tipa
u harmonijskom obliku

u(x,t) = el @) w>0, keR.
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Disperziona jednacina

@ Dobija se disperziona jedancina
ak
w (k) ==+ 0 .« =+E/p.
V1= cos 4 (I [k])*
@ Za k > 0 disperziona jednacina

1
2w (k) = ka

0 \/1— (%)a(ka)“cos%,

se poredi sa disperzionom jednac¢inom za Born-Karmanov model

a ka
— k) = 2sin —.
Cowbk( ) sin 5
@ Dobije se optimalni g = 2.833 i I = 0.587a (za Eringenov
model je /. = 0.386a).
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wa

<

1.5 1

0.5

0.2

0.4

a=3

o increasing

a=1

Eringen's model

a=2

0.6 038
Slika: Disperzione krive za frakcionu talasnu jedancinu Eringenovog tipa -
a € {1,15,2,25,3}. ~
«O» «F»r «=)>» 4 » Q™
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Fractional

0,=2.833

Eringen'smodel

14 Eringen's model
a=2
0.5 +
+ lattice dynamics
0 1 1
0 0.2 0.4

. 0.6 08 ka
T
Slika: Poredenje disperzionih krivih.
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Prostorno-vremenska FTJ Cenerovog tipa

Prostorno-vremenska FTJ Cenerovog tipa predstavljena je sistemom uz
pocetne i granitne uslove (x € R, t > 0)

Ao (x, t) = du(x, t), e(x,t) = Elu(x 1),
o(x,t) + toDfo(x, t) = e(x, t) +oDfe(x, t), T <1,
u(x,0) = up(x), dru(x,0) = w(x), o(x,0) =0, &(x,0) =0,
lim u(x,t) =0, lim o(x,t)=0.

x—+oo x— 400

U distribucionoj postavci je oblika

deeu(x, t) = LY ELu(x, t) + uo(x)8(£) + v (x)d(t), u K'(R?),
¥ =Lt { (ass } *p = (%(5(1?) + (1 - 1> e;(t)) xe, t >0,

1+ Ts® T
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Teorema

Neka sua € [0,1), B € [0,1), T € (0,1) i neka je up, v € L' (R).
Tada postoji jedinstveno uopsteno redenje u € K’ (]Rz) :

supp u C R x [0, 00), prostorno-vremenske FTJ Cenerovog tipa sa
pocetnim i grani¢nim uslovima, dato u obliku (x € R, t > 0)

u(x,t) — 2—; (6 () o (x) + 8 (£) vo (x)) %t P (x, 1),
2
P(x,t) = I(xt)— (%Jl (x, t) + %JQ (x, t)) g%t

gde je
h=i(Jt—-J7), b=J+J5.

Funkcije I, JlJr I J2+ i J, su ogranitene i neprekidne po x i
neprekidne eksponencijalno ogranic¢ene po t.
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Teorema

Neka su svi uslovi prethodne teoreme zadovoljeni. Neka je u € K’ (IRQ) ,
sa nosatem u R x [0, 00) , uopsteno resenje prostorno-vremenske FT.J
Cenerovog tipa sa poletnim i grani¢énim uslovima, dato u obliku (x € IR,

t>0)
u(x, t) = (up(x)0 (t) +vo(x)H (1)) *x,¢e K (x, t),
gde je K distribucioni limit u K’ (IR?):
K(x,t) = Iim Ke (x, t),

2
Ke (x,t) = —/ (p, t) cos (px) e -t a~dp,

gde je
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/°° : - i qe”9dq
o 2, 1+q%el®T iip . BT 2, 1+q%e 18T i.pg . pn
9+ 1+Tqelam e B sin 2 9°+ 1+Tqte— 1A [ B sin 2

st st

se

+
a(1-1)st—1 146 gin BT a(l-1)s*—1L 146 gip BT
2s + et 1Y sin = ol 2s + st p P sin -

se

s=5z(p)

s; su nule ¥y (s) = s% + 0L, 6 = p1Psin %—”

Za pogodno odabrano sy > 0, K¢ (x, t) e~ %! je ogranitena i neprekidna po
x€R, t>0, zasvako ¢ € (0,1].
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Specijalni slu¢ajevi - |

@ Polazeéi od

u(x,t) = (uo (x)6(t) +wv(x) H(t)) *x+ Kup (x,t),

gde je
- 1 [ s
Kyp(x,s) = —/ cos(px)dp.
a,p o 24 11jrssap1+ﬁ sin 132_”
@ Ako o — 0, tada je
- i S
Kog (x,s) = —/ cos (px) dp,
P TJo s2 4 H%plﬂs sin ;32_71

odnosno

Kop (x, t) = cos < \/—pHﬁ sin ) cos (px) dp.
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Specijalni slu¢ajevi - I

e U smislu distribucija je (¢ = /2/ (1+ 1))

Kop(x.t) = %/000 <cos<<x+ct S ﬁsm%r)p)
-l-cos((x—ct pllﬁsm%r)p))dp.

@ Za f = 0 dobija se

1 o0
Koo (x,t) = — /0 cos (xp) dp = 6 ().
@ Za f =1 dobija se
1

Kox(x,t) — E/Ooo(cos((x+ct)p)+cos((x—ct)p))dp,

= Gt i)
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Neka su: « = 0.25, B =0.45, T = 0.1, e = 0.01.
u(x,t)
4,

Slika: Pomeranje u (x,t) za t € {0.5,1,1.5,2} kao funkcija x.
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Grafik reSenja uza g =9ivy=0- Il

Neka su: « = 0.25, T = 0.1, e = 0.01.

u(x,t)
4 —

Slika: Pomeranje u(x,t) za t € {0.5,1,1.5,2} kao funkcija x: puna linija
- B = 0.45, isprekidana linija - B = 1.
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Grafik reSenja uza ug=9ivy=0-1ll

Neka su: « = 0.25, T = 0.1, e = 0.01.

u(x,t)
2r

Slika: Pomeranje u(x,t) za t = 1 kao funkcija x.
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